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Розглянуто слабконелінійну модель поширення та взаємодії хвиль вздовж 
поверхонь контакту у гідродинамічній системі «рідкий півпростір – шар – шар 
з твердою кришкою», наведено перші три її лінійні наближення, отримано 
умову поширення хвиль вздовж поверхонь контакту. Проаналізовано залеж-
ність відношення амплітуд хвиль на поверхнях контакту при різних геометри-
чних та фізичних параметрах системи. Досліджено структуру хвильових рухів 
на поверхнях контакту. Результати дослідження можуть бути використані 
при розробці алгоритмів детектування хвильових рухів у різних рідких середо-
вищах 
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1. Вступ 
Вивчення хвильових явищ в рідинах різного типу є однією із 
найскладніших задач сучасної науки, оскільки потребує серйозних 
математичних методів та побудови досить нетривіальних математичних 
моделей. Чисельне та аналітичне дослідження таких моделей вимагає створення 
нових підходів та застосування сучасних CMS. Новий поштовх до вивчення 
хвиль в Світовому океані дало практичне використання енергетичної складової 
поширення та взаємодії хвиль. Однією з проблем, при цьому, є вчасне 
детектування внутрішніх хвильових рухів.  
 
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми 
Дослідження властивостей поширення та взаємодії різноманітних 
хвильових рухів в гідродинамічних системах різного типу є однією із 
актуальних проблем сучасної теоретичної та експериментальної гідродинаміки. 
В роботі [1] досліджується задача про коливання поверхні контакту двох не 
змішуваних, в’язких нестисливих рідин над жорстким дном в гравітаційному 
полі. Доводиться коректність задачі як з урахуванням поверхневого натягу, так і 
без нього. Розглянуто випадок, коли більш важка рідина знаходиться зверху. 
Встановлено, що в такому випадку нестійкість Релея-Тейлора стабілізується за 
рахунок значного поверхневого натягу. 
У статті [2] досліджуються високочастотні внутрішні хвильові рухи,які 
спостерігалися в Середземному морі на значній глибині. Такі хвильові рухи є 
незвичними для цього моря. Встановлено причини виникнення таких хвиль, які 






У дослідженні [3] описується новий метод виявлення параметрів 
внутрішніх хвиль за SAR-зображенням. Тестування нового методу проводилися 
в Південно-Китайському морі, де досліджувалися амплітуди та фазові 
швидкості внутрішніх хвиль. Реальні дані співставлялися з даними, 
отриманими з використанням нового метод аналізу SAR-зображень. 
Середньоквадратична та відносна похибки становлять 1 % та 7 % відповідно, 
що свідчить про застосовність нового методу. 
Робота [4] присвячена дослідженню розсіювання лінійних хвиль у 
періодичних багатошарових середовищах. Чисельно розв’язується рівняння 
Гельмголца з використанням методу збурення високого порядку. Отримані 
результати чисельного моделювання показують спектральну збіжність 
запропонованого методу. 
У статті [5] знаходиться розв’язок рівняння Кортевега-де-Вріза у заданій 
формі кноїдальних хвиль та солітонів для мілкої води. На основі отриманого 
розв’язку проводиться чисельний аналіз для дослідження хвильових рухів у 
Балтійському морі в рамках тришарової моделі. Було чітко продемонстровано 
збільшення амплітуди хвилі та зменшення фазової швидкості на мілководді. 
Визначено критичні параметри внутрішніх хвиль. 
У роботі [6] досліджуються хвильові рухи в Південно-Китайському морі та 
пов’язані з цим явища. Великий вплив на поширення хвиль мають топографія 
подвійного хребта, обертання Землі, зміни в стратифікації моря. Оцінка цих 
ефектів дає можливість з великою точністю моделювати внутрішні приливи в 
морі. Виявлено, що вказані ефекти призводять до добового зменшення 
баротропних внутрішніх приливів у протоці Лузона. 
Дослідження [7] присвячено вивченню поширення хвиль в тришаровій 
системі “шар армованого волокна – пористий поперечно-пружний шар – 
в’язкопружний півпростір”. На основі рівняння для швидкостей, отриманого в 
аналітичній замкнутій формі, виявлено суттєвий вплив параметрів на фазову 
швидкість поширення хвиль. Отримана модель тестувалась для системи, що 
складається з верхнього, армованого волокном шару епоксидної смоли, 
поперечно-пружного шару пісковика та в'язкопружного півпростору. 
У роботі [8] досліджуються внутрішні хвилі, що поширюються над 
хребтом в двошаровій рідині. Розглянуто три типи взаємодії: слабка, помірна та 
сильна. Виявлено, що різні типи взаємодії хвиль та хребта пов’язані з 
модифікованим ступенем блокування. Встановлено, що максимальна швидкість 
хвилі, втрати енергії та амплітуди хвиль мають самоподібну характеристику з 
ступенем блокування. 
У статті [9] проведений дисперсійний аналіз поверхневих хвиль, які 
виникають на поверхні контакту рідини та однорідного пружного тіла. Аналіз 
здійснюється шляхом знаходження коренів секулярного рівняння та 
дослідження фізичного змісту. Проведено повний аналіз дисперсії, з особливим 
фокусуванням на діапазоні частот, в якому фазова швидкість зсувних хвиль 
вища, ніж швидкість хвиль рідини. 
Робота [10] присвячена експериментальному дослідженню утворення 








зіткненні двох нерезонансних внутрішніх хвиль утворюються гармоніки за 
сумою та різницею кратних частот зіткнення хвиль. Експериментально 
виявлено явище передачі відносної кінетичної енергії від нерезонансних хвиль 
до утворених гармонік після зіткнення. 
У [11] досліджується стійкість гравітаційних поверхневих хвиль у рідині 
скінченної глибини при наявності поверхневого натягу. Знайдені розв’язки у 
вигляді періодичних хвиль, що утворюються під впливом сили тяжіння та 
поверхневого натягу. Досліджена спектральна стійкість таких хвиль методом 
Хілла. Виявлено, що врахування поверхневого натягу не призводить до 
зникнення явища нестабільності хвиль, що підтверджено для хвиль малої 
амплітуди. 
Стаття [12] присвячена дослідженню періодичних хвиль, що біжать на 
границі контакту між двома рідкими шарами постійної густини, включаючи 
хвилі з перевернутими гребнями. Дослідження таких хвиль проводиться в 
припущенні неперервності за фізичними параметрами: числами Бонда та 
Етвуда, а також середнім зсувом. Розглядаються різні випадки з використанням 
граничного методу продовження, які ілюструють критерії застосування 
глобальної теореми біфуркації Амброуза. Будуються біфуракційні поверхні, які 
як перевернуті, так і самоперетинаються. Окреслюється зв’язок між другою 
гармонікою Стокса поширення хвиль та формою біфуракційних поверхонь. 
У дослідженні [13] представлено нову негідростатичну модель океану з 
ізопікальною по вертикалі координатною системою. Мотивація введення такої 
системи полягає у належному врахуванні негідростатичної дисперсії та 
дослідженні формування нелінійних внутрішніх поодиноких хвиль. Розгляд 
такої моделі з точки зору обчислень є кращим, оскільки дає змогу 
використовувати меншу кількість вузлів сітки і усуває втрати обчислення 
амплітуди поодиноких хвиль. Продемонстровано, що вказана модель здатна 
описувати нелінійні внутрішні поодинокі хвилі для спрощених фізично-
реалістичних задач океану. 
У статті [14] отримано нову систему рівнянь типу Бусинеска для 
дослідження взаємодії між довгими нелінійними хвилями в двошаровій рідині 
скінченної глибини. На основі отриманих рівнянь розроблена аналітична 
модель для вивчення еволюції резонансної тріади, яка складається з 
поверхневої хвилі та двох субгармонійних внутрішніх хвиль. Розглянуто 
хвильове затухання, що пов’язане зі слабкою в’язкістю рідин. Встановлено, що 
у в’язких рідинах амплітуди поверхневих хвиль повинні бути більшими деякого 
критичного значення, щоб подолати згасання та викликати внутрішні хвилі 
відгуки. Досліджено залежність критичної амплітуди, а також швидкості 
зростання і затухання внутрішніх хвиль від глибини, щільності та відношення 
в’язкості рідких шарів, амплітуди та частоти поверхневої хвилі.  
У роботі [15] досліджуються капілярно-гравітаційні хвильові рухи в 
тришаровій рідині у лінійному наближенні. Отримано дисперсійне 
співвідношення та знайдені аналітичні вирази для відношення амплітуд хвиль, 
що поширюються на поверхнях контакту. Останні співвідношення 






У роботі [16] проводиться аналіз поширення хвиль в двошаровій 
гідродинамічній системі «шар з твердим дном – шар з вільною поверхнею». З 
використанням методу багато масштабних розвинень отримано перші три 
лінійні наближення нелінійної задачі. Побудовано та детально проаналізовано 
розв’язки першого лінійного наближення. На основі аналізу відношення 
амплітуд внутрішньої та поверхневої хвиль проаналізовано взаємодію 
хвильових рухів в досліджуваній системі. Подальше дослідження поширення та 
взаємодії хвильових пакетів у системі «шар з твердим дном – шар з вільною 
поверхнею» було проведено у роботах [17–19], де, зокрема, було проаналізовано 
модуляційну стійкість хвильових пакетів та досліджено умови проходження та 
форму хвиль. 
Велика кількість досліджень, пов’язаних з поширенням та взаємодією 
хвильових рухів в різного типу системах, пов’язана з математичною складністю 
та відсутністю загальних підходів при побудові моделей. Фактично, для кожної 
гідродинамічної системи потрібно будувати нову, і, часто, не одну модель, яка 
дає змогу в повній мірі дослідити хвильові процеси в цій системі. 
 
3. Цілі та задачі дослідження 
Метою дослідження є аналіз поширення та взаємодії хвиль вздовж 
поверхонь контакту в тришаровій гідродинамічній системі «рідкий півпростір – 
шар – шар з кришкою». Це дасть можливість більш детально якісно оцінити 
хвильові процеси та взаємодію хвиль в тришарових системах. 
Для досягнення поставленої мети були сформульовані такі завдання: 
– отримати перші три лінійні наближення слабко нелінійної задачі, що 
досліджується;  
– визначити структуру хвильових рухів в досліджуваній системі на основі 
відношення амплітуд хвиль, що поширюються вздовж різних поверхонь 
контакту. 
 
4. Постановка та розв’язання задачі поширення хвиль у тришаровій 
гідродинамічній системі  
4. 1. Математична постановка задачі та метод дослідження 
Досліджується задача про поширення тривимірних хвильових пакетів скі-
нченної амплітуди на поверхні рідкого шару   1 , :  ,  0x z x z      з 
густиною ρ1, середнього рідкого шару   2 2, :  ,  0x z x z h      з густи-
ною ρ2 та верхнього рідкого шару   3 2 2 3, :  ,  x z x h z h h       з густи-
ною ρ3. Шари 1  та 2  розділенні поверхнею контакту z=η1(x, t), а шари 2  та 
3  – розділенні поверхнею контакту z=h2+η2(x, t). При розв’язанні враховують-
ся сили поверхневого натягу на поверхнях контакту. Сила тяжіння направлена 
перпендикулярно поверхні розподілу у від’ємному z-напрямку.  
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де α та β коефіцієнти нелінійності. У подальшому будемо розглядати випадок, 






Для розв’язання поставленої задачі використаємо метод багатомасштабних 
розвинень до третього порядку [20]. Представимо шукані функції відхилення 




0 1 2 0 1 2
1
( , ) ( , , , , , ) ( ),  1,2,ni in
n
x t x x x t t t i





0 1 2 0 1 2
1
( , , ) ( , , , , , ) ( ),  1,2,3,nj jn
n
x z t x x x t t t j







t (k=0, 1, 2). 
Нижче наведено постановки лінійних наближень та аналіз коренів диспер-
сійного співвідношення. 
 
4. 2. Постановки перших трьох наближень задачі 
Застосувавши метод багатомасштабних розвинень та прирівнявши вирази 
при однакових степенях α отримаємо три лінійні задачі. 
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5. Дисперсійне співвідношення та розв'язки першого наближення 
Задача поширення хвиль у тришаровій гідродинамічній системі в першому 
наближенні – це лінійна крайова задача другого порядку, розв’язки якої шука-








хвиль в розгляду вальній тришаровій системі у вигляді дисперсійного рів- 
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Дисперсійне рівняння (4) є біквадратним рівняння відносно частоти ω 
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Фізична достовірність отриманих результатів, підтверджується двома гра-
ничними випадками, при яких тришарова система вироджується у двошарову 
«шар з кришкою – півпростір» [21]. 
Перший граничний випадок виникає за умови рівності густин двох шарів 
ρ2=ρ3=0.9. У цьому випадку маємо шар рідини обмежений згори твердою кри-
шкою та рідкий півпростір під ним з поверхнею контакту η1. Другий граничний 
випадок виникає за умови рівності густин двох нижніх шарів ρ1=ρ2=1. У цьому 
випадку маємо шар рідини обмежений згори кришкою та півпростір з поверх-







казав співпадіння названих залежностей із зсувом на товщину середнього шару 
ρ2=1, що також підтверджує фізичну достовірність. 
Згідно з (6), для лінійної задачі (3) існує дві пари незалежних розв’язків 
– для ω1:  
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де (1)
21  є хвилею-відгуком на хвилю 
(1)
11  з частотою ω1 та амплітудою А, що по-
ширюється на нижній поверхні контакту. (2)
11  є хвилею-відгуком на хвилю 
(2)
21  
з частотою ω2 та амплітудою В, що поширюється на верхній поверхні контакту. 
 
6. Аналіз розв’язків задачі поширення хвильових процесів у досліджу-
ваній системі  
6. 1. Залежність відношень амплітуд відхилень поверхонь контакту 
від геометричних параметрів 
У першому наближені проблеми проведемо аналіз відношення амплітуд 
відхилень нижньої внутрішньої поверхні контакту 
1( , )x t  і верхньої внутріш-
ньої поверхні контакту 2( , ),x t  що відповідають 
2
1  і 
2
2.  Позначимо ці від-
ношення як a1 та a2, відповідно 
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де a1 – характеризує внесок хвилі з частотою ω1 у хвильовий рух на поверхні кон-
такту рідких середовищ 2  та 3,  а величина a2 – внесок хвилі із частотою ω2 у 
хвильовий рух на поверхні контакту рідких середовищ 1  та 2.  
На рис. 1, а, б представлені залежності a1 та a2 від товщини верхнього ша-
ру h3 при різних хвильових числах k=0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 1 у випадку, коли h2=1, 
T=T0=0, ρ1=1, ρ2=0.9, ρ3=0.8. При збільшенні товщини верхнього шару для кож-
ного фіксованого значення k існують граничні значення, до яких прямують ве-
личини a1 та a2, при цьому коефіцієнт a1 набуває додатних значень, а коефіці-
єнт a2 – від’ємних. 
На рис. 1, в, г представлені залежності a1 та a2 від товщини верхнього шару 
h3 при хвильових числах k=0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 1 у випадку, коли h2=1, T=T0=0, 
ρ1=1, ρ2=0.95, ρ3=0.8. Як і на попередньому графіку, для кожного фіксованого 








а                                                                          б 
 
 
в                                                                          г 
 
Рис. 1. Залежність a1 та a2 від товщини верхнього шару h3 при k=0.1, 0.3, 0.5, 
0.7, 1, h2=1, T=T0=0, ρ1=1, ρ3=0.8; а, б – ρ2=0.9; в, г – ρ2=0.95 
 
Відмітимо, що при рівних стрибках густини на поверхнях контакту ρ1–
ρ2=ρ2–ρ3=0.1 коефіцієнти a1 та a2 
рівні за модулем (рис. 1, а, б). Якщо ж стрибок 
густини на ніжній поверхні контакту ρ1–ρ2=0.05, а стрибок густини на верхній 
поверхні контакту ρ2–ρ3=0.15, то |a1|>|a2|. Зміна густини ρ2 істотно впливає як на 
a1 для хвиль з частотою ω1, так і на a2 для хвиль з частотою ω2. Збільшення зна-








чини a1 та збільшення абсолютного значення a2, причому зміна густини ρ2 має 
більш суттєвий вплив на a2 ніж на a1.  
Зауважимо, що при побудові графіків область визначення a1 та a2 була взя-
та на проміжку від одиниці, оскільки для малих значень товщини верхнього 
шару лінійна модель не є прийнятною. 
 
6. 3. Аналіз залежностей відношень амплітуд відхилень поверхонь 
контакту від фізичних параметрів 
Проведений аналіз відношення амплітуд хвиль, які поширюються вздовж 
поверхонь контакту, в залежності від зміни відношення густин при різних 




Рис. 2. Залежності a1 та a2 від густини середнього шару ρ2 при k=0.1, 0.3, 
0.5, 0.7, 1; h2=1, h3=1, T=T0=0, ρ1=1, ρ3=0.8 
 
На рис. 2 зображено графік залежності a1 та a2 
від густини середнього ша-
ру ρ2 при різних значеннях хвильового числа k=0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 1 у випадку, 
коли h2=1, h3, T=T0=0, ρ1=1, ρ3=0.8. 
Видно, що при зростанні ρ2 абсолютні значення коефіцієнтів a1 та a2 зрос-
тають, причому для менших значень хвильового числа зростання виконуються 
повільніше за випадок, коли хвильове число більше. Також виявлено, що за пев-
них умов коефіцієнти a1 та a2 співпадають для різних значень хвильових чисел. 
Із зростанням хвильового числа k і значеннях густини середнього шару ρ2, бли-
зьких до густини верхнього шару ρ3, абсолютні значення коефіцієнтів a1 та a2 
спадають. В іншому випадку, коли значення густини середнього шару, близькі 







Результати отримані для ω1 свідчать проте, що зменшення стрибка густин 
на нижній поверхні контакту двох рідких середовищ та одночасне збільшення 
стрибка густин на верхній поверхні контакту призводять до утворення великих 
відхилень на верхній поверхні контакту. В той же час, за фактичної відсутності 
стрибка густини на нижній поверхні контакту, інший розв’язок дисперсійного 
рівняння (частота ω2) прямує до нуля, що викликає необхідність детального до-
слідження цього граничного випадку. На рис. 3, а, б зображено графік залежно-
сті a1 та a2 від хвильового числа k при різних значеннях товщини верхнього 
шару h3 у випадку, коли h2=1, T=T0=0, ρ1=1, ρ2=0.9,ρ3=0.8.  
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Рис. 3. Залежності a1 та a2 від хвильового числа k при h3=1, 2, 3, 5, 7; h2=1, 









При значеннях товщини верхнього шару h3=2, 3, 5, 7 графіки залежностей 
a1 та a2 від хвильового числа k розміщені недалеко один від одного та досить 
швидко збігаються до спільного граничного значення. В той же час графіки за-
лежностей a1 та a2 від хвильового числа k при значенні товщини верхнього ша-
ру h3=1 мають дещо відокремлений характер і не так швидко збігаються до того 
ж граничного значення. Аналогічно до залежностей a1 та a2 від h3 має місце рі-
вність абсолютних значень |a1|=|a2| за умови, коли стрибки густини на поверх-
нях контакту рівні ρ1–ρ2=ρ2–ρ3=0.1. 
На рис. 3, в, г зображено графік залежності a1 та a2 від хвильового числа k 
при різних значеннях товщини верхнього шару h3 у випадку, коли h2=1, 
T=T0=0, ρ1=1, ρ2=0.95, ρ3=0.8. 
При значені густини середнього шару ρ2=0.95 стрибок густини на нижній 
поверхні контакту ρ1–ρ2=0.05, а на верхній поверхні контакту ρ2–ρ3=0.15, при 
цьому виконується співвідношення |a1|>|a2|, на відміну від залежностей розгля-
нутих вище для ρ2=0.9 (рис. 3, а, б). Співвідношення між абсолютними значен-
нями |a1| та |a2| залежності від k для ρ2=0.9 та ρ2=0.95 узгоджуються із аналогіч-
ними результатами залежностей від h3, представленими в п.6.1. 
Зазначимо, що для всіх випадків представлених на рис. 3 абсолютні зна-
чення a1 та a2 для гравітаційних хвиль є меншими ніж для капілярних. 
 
6. 4. Поширення хвиль вздовж поверхонь контакту у різні моменти  
часу 
Зв'язок між амплітудами 'A  та 'В  хвиль відгуків на хвилі на нижній та вер-
хній поверхнях контакту А та В, відповідно, визначені співвідношенням 
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Відхилення поверхонь контакту у першому наближені складається з суми 
двох гармонік 
 
1 1 2 2cos( ) cos( ),A kx t a B kx t                   (10) 
 
2 1 1 2cos( ) cos( ).a A kx t B kx t      
 
Тут А і В є сталими, які визначають амплітуди гармонік з частотами ω1 та ω2. 
На рис. 4, а–в представлено картини хвильового руху на нижній внутріш-
ній поверхні контакту η1(x, t) та верхній внутрішній поверхні контакту η2(x, t) 






значеннях амплітуд хвиль на поверхнях контакту А і В: а – 0.1A , 0.1;B   б – 
















Рис. 4. Відхилення поверхонь контакту η1(x, t) та η2(x, t) у різні моменти часу 
t для значень амплітуд: а – 0.1A , 0.1B  ; б – 0.1A , 0.05B  ;  
в – 0.05A , 0.1B  . 
 
Видно структуру хвильових процесів на нижній та верхній поверхнях кон-
такту, зокрема, внесок основних хвиль та хвиль-відгуків. На рис. 5, а, б пред-
ставлено картини хвильового руху на нижній внутрішній поверхні контакту 
η1(x, t) та верхній внутрішній поверхні контакту η2(x, t) для таких значень пара-
метрів k=0.1, ρ1=1, ρ3=0.8, h3=1,3, h2=1, 0.1,A  0.1B   при різних значеннях 
густини середнього шару ρ2=0.85, 0.9, 0.95, та у різні моменти часу t. Як видно з 
рис. 5, а, б за рівнозначних умов, зміна густини середнього шару має суттєвий 
вплив на амплітуду відхилення як верхньої так і нижньої поверхонь контакту, 
причому, при наближені значення густини середнього шару ρ2 до значення ρ1=1 













Рис. 5. Відхилення поверхонь контакту η1(x, t) та η2(x, t) у різні моменти часу t 
при k=0.1, ρ1=1, ρ3=0.8, h2=1, ρ2=0.85, 0.9, 0.95, A=0.1, B=0.1: а – h3=1; б – h3=3 
 
Для заданих параметрів гідродинамічної системи для обох випадків тов-
щини верхнього шару h3=1 та h3=3, зміна густини середнього шару ρ2=0.85, 0.9, 
0.95 має істотний вплив на амплітуду нижньої поверхні контакту. Що ж стосу-
ється верхньої поверхні контакту, то на її відхилення впливає товщина верхньо-
го шару h3. Зокрема, при h3=1 та при густині ρ2=0.85 в окремі моменти часу ам-
плітуда відхилення істотно більша за амплітуди при ρ2=0.9 і ρ2=0.95 
(рис. 5, а), 









7. Обговорення результатів дослідження хвильових процесів у триша-
ровій гідродинамічній системі 
Відмітимо, що дослідження проводилось в рамках слабко нелінійної моде-
лі. Наявність великої кількості фізичних та геометричних параметрів системи, 
які пов’язані між собою, призводить до необхідності детального аналізу та ін-
терпретації отриманих результатів. Всі результати пов’язані між собою, вони 
створюють цілісну картину хвильового процесу. Зауважимо, що у процесі дос-
лідження виявлено випадок, за якого тришарова система вироджується у дво-
шарову, а одна із частот хвиль, які можуть поширюватись у системі, прямує до 
нуля, що викликає необхідність додаткового дослідження. Раніше отримані ре-
зультати для схожих двошарових систем «півпростір шар з твердою кришкою» 
та «шар з твердим дном шар з твердою кришкою» використані для тестування 
та перевірки фізичної достовірності нових результатів. Результати дослідження 
у повній мірі застосовні для вивчення хвильових процесів в океані з льодовим 
покриттям з шаруватою структурою рідині, яка виникає поблизу гирла річок, а 
також у відкритому океані у період розтавання льоду. До переваг даного дослі-
дження поширення та взаємодії хвиль у гідродинамічній системі «півпростір 
шар шар з твердою кришкою» відноситься виявлення залежностей співвідно-
шень амплітуд хвиль на одній із поверхонь контакту та відгуків на них на іншій 
поверхні від різних параметрів системи. 
Виконане дослідження описує явище поширення хвиль в лінійному на-
ближенні, хоча постановка задачі (1) є нелінійною. В подальшому планується 
отримати розв’язки вищих наближень, що дасть змогу отримати еволюційні рі-
вняння обвідних хвильових пакетів на поверхнях контакту, а також дослідити 
явище модуляційної стійкості хвиль.  
Проведений аналіз відношення амплітуд є важливим при подальшому дос-
лідженні енергетичних процесів в розглядуваній системі. При поширенні хвиль 
в багатошарових гідродинамічних системах виникає явище перекачування ене-
ргії хвиль. В подальшому планується використати результати, отримані в цього 
дослідженні при вивченні саме цього явища.  
 
8. Висновки 
1. З використанням методу багатомасштабних розвинень отримано перші 
три лінійні наближення слабко нелінійної задачі про поширення та взаємодію 
хвиль вздовж поверхонь контакту в тришаровій гідродинамічній системі «рід-
кий півпростір – шар – шар з кришкою». 
2. Для кожної частоти побудовані залежності амплітуд хвиль, що біжать 
вздовж поверхонь контакту, за різних геометричних та фізичних параметрів гі-
дродинамічної системи. При збільшені товщини верхнього шару амплітуди 
хвиль відгуків починають прямувати до граничного значення. При рівних стри-
бках густини на поверхнях контакту вплив поширення хвилі на одній із повер-
хонь контакту на поширення хвилі на іншій поверхні контакту співпадає, неза-
лежно від того на верхній чи нижній поверхні поширюється хвиля. Якщо стри-
бок густини на нижній поверхні контакту є меншим за стрибок густини на вер-






більшими, ніж хвилі відгуки на верхній поверхні. Зміна густини внутрішнього 
шару від значення густини нижнього шару до значення густини верхнього шару 
приводить до змін амплітуд хвиль відгуків, причому для менших значень хви-
льового числа зростання виконуються повільніше за випадок, коли хвильове 
число є більшим. Виявлені випадки співпадіння амплітуд хвиль-відгуків для рі-
зних значень хвильових чисел. Зміна значення хвильового числа приводить до 
того, що значення амплітуд хвиль відгуків досить швидко збігаються до спіль-
ного граничного значення при значеннях товщини верхнього шару більше двох. 
Проведено аналіз співвідношення між амплітудами хвиль на поверхнях контак-
ту та амплітудами відгуків, який виявив рівність при однакових стрибках гус-
тини на поверхнях контакту. Виявлено необхідність детального дослідження 
граничного випадку за фактичної відсутності стрибка густини, при якому один 
із розв’язків дисперсійного рівняння прямує до нуля. Зміна густини середнього 
шару має суттєвий вплив на амплітуду відхилення як верхньої так і нижньої по-
верхонь контакту. При наближені значення густини середнього шару до зна-
чення густини нижнього шару, цей вплив є більш вираженим на нижній повер-
хні контакту. Зміна густини середнього шару має істотний вплив на амплітуду 
нижньої поверхні контакту, при цьому амплітуда верхньої поверхні контакту 
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